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Niech (X ,F , µ) przestrze« z miar¡.

Def. Funkcja f : X → R jest µ-caªkowalna na zbiorze A ∈ F je»eli

funkcja 1A · f jest µ-caªkowalna i wtedy piszemy∫
A
f dµ :=

∫
X
1A · f dµ

Uw. Je±li f caªkowalna na X , to f caªkowalna na ka»dym A ∈ F .
Zad. Je±li A ∈ F , to trójka (A,FA, µA), gdzie FA := {B ∩ A : B ∈ F} oraz
µA := µ|FA

, jest przestrzeni¡ z miar¡. Ponadto f : X → R jest µ-caªkowalna

na A ⇐⇒ f |A jest µA-caªkowalna i wtedy
∫
A
f dµ =

∫
A
f |A dµA.

Stw1. Je±li f : X → R caªkowalna na X , oraz A,B ∈ F rozª¡czne∫
AtB

f dµ =

∫
A
f dµ+

∫
B
f dµ.

A nawet wi¦cej, dla dowolnych parami rozª¡cznych {An}∞n=1
⊆ F∫

∞⊔
n=1

An

f dµ =
∞∑
n=1

∫
An

f dµ, gdzie szereg jest zbie»ny bezwgl¦dnie.
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Dowód: (1) Je±li A,B ∈ F rozª¡czne, to 1AtB = 1A + 1B i st¡d∫
AtB f dµ

def
=

∫
X
1AtB f dµ =

∫
X
1Af + 1B f dµ

=
∫
X
1Af dµ+

∫
X
1B f dµ

def
=

∫
A
f dµ+

∫
B
f dµ.

Niech {An}∞n=1
⊆ F parami rozª¡czne.

(2) Niech f ­ 0. Wtedy 1⊔N
n=1 An

f ↗ 1⊔∞
n=1 An f i st¡d∫⊔∞

n=1 An
f dµ

def
=

∫
X
1⊔∞

n=1 An f dµ
Levi
= lim

N→∞

∫
X
1⊔N

n=1 An
f dµ

(1)
= lim

N→∞

N∑
n=1

∫
An

f dµ
def
=

∞∑
n=1

∫
An

f dµ.

(3) Je±li f : X → R dowolna caªkowalna (na
⊔∞

n=1
An), to∫⊔∞

n=1 An
f dµ

def
=

∫⊔∞
n=1 An

f + dµ−
∫⊔∞

n=1 An
f − dµ

(2)
=

∞∑
n=1

∫
An

f + dµ−
∞∑
n=1

∫
An

f − dµ=
∞∑
n=1

∫
An

f dµ,

gdzie szereg jest bezwgl¦dnie zbie»ny, bo∑∞
n=1
|
∫
An

f dµ| ¬
∑∞

n=1

∫
An
|f | dµ (2)

=
∫⊔∞

n=1 An
|f | dµ <∞ �
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Def. Je»eli jaka± wªasno±¢ π = π(x) zachodzi dla wszystkich x ∈ X
poza zbiorem N ∈ F o mierze zerowej, tzn. µ(N) = 0, to mówimy, »e

wªasno±¢ π zachodzi µ-prawie wsz¦dzie, w skrócie µ-pw.

Stw2. (i) f = 0 µ-pw =⇒
∫
X
f dµ = 0.

(ii)
∫
X
|f | dµ = 0 ⇐⇒ f = 0 µ-pw.

Dowód: (i). f = 0 µ-pw oznacza, »e N := {x : f (x) 6= 0} ma miar¦

zero. Caªka po zbiorze o mierze zerowej wynosi zero . Zatem∫
X f dµ

Stw1
=

∫
X\N f dµ+

∫
N f dµ =

∫
X\N 0 dµ+

∫
N f dµ = 0+ 0 = 0.

(ii). Implikacja `⇐=' wynika z (i). Implikacja `=⇒' wynika z

∀c>0 µ({x : |f (x)| ­ c}) ¬ 1

c

∫
X
|f | dµ (nierówno±¢ Markowa)Markowa

Dowód nierówno±ci Markowa: Korzystamy z monotoniczno±ci caªki

µ({x : |f (x)| ­ c}) =
∫
X 1{x :|f |­c} dµ =

∫
X

c
c1{x :|f |­c} dµ

¬
∫
X
|f |
c 1{x :|f |­c} dµ ¬

∫
X
|f |
c dµ = 1

c

∫
X |f | dµ. 4 / 11



Rzeczywi±cie,

µ({x : f (x) 6= 0}) = µ({x : |f (x)| > 0}) = µ({x : ∃k∈N |f (x)| > 1/k})

= µ(
⋃

k∈N{x : |f (x)| > 1/k})
subadd
¬

∞∑
k=1

µ({x : |f (x)| > 1/k})

Markow
¬

∞∑
k=1

k
∫
X |f | dµ.

Zatem
∫
X |f | dµ = 0 =⇒ µ({x : f (x) 6= 0}) = 0, czyli f = 0 µ-pw. �

Wn. Je±li f : X → R nieujemna i µ-caªkowalna, to wzór

ν(A) :=

∫
A
f dµ, A ∈ F , (†)

de�niuje miar¦ (sko«czon¡) na F . Ponadto, miara ν : F → [0,∞)
wyznacza funkcj¦ f jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do równo±ci µ-pw.

Def. Je±li zachodzi (†), to f oznaczamy dν
dµ i nazywamy g¦sto±ci¡ lub

te» pochodn¡ Radona-Nikodyma miary ν wzgl¦dem miary µ.
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Dowód Wniosku: Ze Stw1 wynika, »e ν(A) =
∫
A f dµ σ-addytywna.

Skoro ν(∅) =
∫
∅ f dµ =

∫
X 1∅f dµ =

∫
X 0 dµ = 0, to ν jest miar¡.

�Jednoznaczno±¢ pochodnej�. Niech f1, f2 : X → R speªniaj¡ (†).
Rozbijmy zbiór N := {x : f1(x) 6= f2(x)} na N1 = {x : f2(x) < f1(x)}
oraz N2 = {x : f1(x) < f2(x)}. Wtedy∫
X |f1 − f2| dµ =

∫
N |f1 − f2| dµ

Stw1
=

∫
N1
|f1 − f2| dµ+

∫
N2
|f1 − f2| dµ

=
∫
N1

f1 − f2 dµ+
∫
N2

f2 − f1 dµ

=
∫
N1

f1dµ−
∫
N1

f2 dµ+
∫
N2

f2 dµ−
∫
N2

f1 dµ

(†)
= ν(N1)− ν(N1) + ν(N2)− ν(N2) = 0.

Zatem f1 = f2 µ-pw na mocy Stw2. �

Prz. Niech (Ω,F ,P) przestrze« probabilistyczna. Zmienna losowa

ξ : Ω→ R ma rozkªad ci¡gªy, gdy miara µξ(A) := P(ξ−1(A)),
A ∈ B(R), posiada g¦sto±¢ wzgl¦dem miary Lebesgue'a λ. Tzn.

g¦sto±¢ rozkªadu zmiennej ξ = pochodna Radona-Nikodyma
dµξ
dλ

Pytanie: Kiedy istnieje g¦sto±¢ (pochodna Radona-Nikodyma)? 6 / 11



RadonNikodym

Def. Miara ν na F jest absolutnie ci¡gªa wzgl¦dem miary µ je»eli

∀A∈F µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0,

czyli ν ma nie mniej zbiorów miary zero ni» µ. Piszemy wtedy ν � µ.

Twierdzenie Radona-Nikodyma

Niech µ, ν miary σ-sko«czone na (X ,F). Miara ν ma g¦sto±¢

wzgl¦dem µ ⇐⇒ ν jest absolutnie ci¡gªa wzgl¦dem µ, tzn.

ν � µ ⇐⇒ ∃f­0 ∀A∈F ν(A) =

∫
A
f dµ f = dν

dµ

Dowód w ªatw¡ stron¦: Je±li g¦sto±¢ f istnieje oraz µ(A) = 0, to

ν(A) =
∫
A f dµ = 0, bo caªka po zbiorze o mierze zerowej wynosi zero.

Dowód w trudn¡ stron¦ dla ch¦tnych. � 7 / 11



Prz. Zmienna losowa ξ : Ω→ R ma rozkªad ci¡gªy ⇐⇒ µξ � λ
tzn. P(ξ ∈ A) = 0 dla ka»dego zbioru A ∈ B(R) o zerowej dªugo±ci

Miara Lebesgue'a-Stieltjesa λF jest zadana przez niemalej¡ca i lewo-

stronnie ci¡gª¡ F : R→ R warunkiem ∀a<b λF ([a, b)) := F (b)− F (a).

Tw. λF � λ ⇐⇒ F : R→ R jest ró»niczkowalna λ-prawie wsz¦dzie i

∀a<b

∫
[a,b)

F ′(x)dλ = F (b)− F (a). (∗)

Je±li to zachodzi, to F ′ = dλF
dλ λ-pw.

Zwykªa pochodna jest

pochodn¡ Radona-Nikodyma

Dowód w ªatw¡ stron¦: Je±li F ′(x) istnieje λ-prawie wsz¦dzie, to

wzór ν(A) :=
∫
A F ′dλ, A ∈ B(R), de�niuje miar¦ na B(R). Je±li

speªniony jest warunek (∗), to ν = λF na mocy jednoznaczno±ci miary.

Wtedy istnieje pochodna Radona-Nikodyma oraz F ′ = dλF
dλ λ-pw na

mocy Wn.Dowód w trudn¡ stron¦ dla ch¦tnych. �

Uw. Mo»e si¦ zdarzy¢, »e F ′(x) istnieje prawie wsz¦dzie, ale λF 6� λ
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Prz. Diabelska Funkcja Cantora F : R→ R jest ci¡gªa, niemalej¡ca

i staªa na ka»dym z przedziaªów wyrzuconych ze zbioru Cantora C :

F |(−∞,0] ≡ 0, F |[1,∞) ≡ 1,

F (
∑∞

n=1

ξ
3n

) =
∑∞

n=1

ξ
2n
,

gdzie {ξn}∞n=1
⊆ {0, 2}

Wtedy λF jest miar¡ probabilistyczn¡ skupion¡ na C , tzn. λF (C ) = 1.

Skoro F staªa poza C , to F ′(x) = 0 dla x ∈ R \ C . Ale λ(C ) = 0, czyli

F ′(x) = 0 λ-pw. Zatem λF 6� λ mimo, i» F ′(x) istnieje λ-pw.

Stw. (Zamiana miary w caªce) Je±li pochodna Radona-Nikodyma dν
dµ

istnieje, to f ∈ L(ν) wtedy i tylko wtedy, gdy f dν
dµ ∈ L(µ) oraz

∀f ∈L(ν)
∫
X
f dν =

∫
X
f
dν

dµ
dµ.
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Dowód: (1) Je±li f ­ 0 prosta, to f =
∑n

i=1
yi1Ai

, gdzie {Ai}ni=1
⊆ F

rozbicie przestrzeni X . Wtedy∫
X f dν =

n∑
i=1

yiν(Ai ) =
n∑

i=1

yi
∫
Ai

dν
dµ dµ =

n∑
i=1

yi
∫
X 1Ai

dν
dµ dµ

=
∫
X

n∑
i=1

yi1Ai
dν
dµ dµ =

∫
X f dν

dµ dµ.

(2) Je»eli f ­ 0 mierzalna, to istniej¡ funkcje proste {fn}∞n=1
⊆ E(F)

takie, »e 0 ¬ fn ↗ f i wtedy tak»e fn
dν
dµ ↗ f dν

dµ , bo
dν
dµ ­ 0. St¡d∫

X f dν
Levi
= lim

n→∞

∫
X fn dν

(1)
= lim

n→∞

∫
X fn

dν
dµ dµ

Levi
=

∫
X f dν

dµ dµ.

(3) Je»eli f dowolna mierzalna, to

f ∈ L(ν)⇐⇒
∫
X |f | dν <∞

(2)⇐⇒
∫
X |f |

dν
dµ dµ <∞

⇐⇒ f dν
dµ ∈ L(µ).

Je±li to zachodzi, to∫
X f dν =

∫
X f + dν −

∫
X f − dν

(2)
=

∫
X f + dν

dµ dµ−
∫
X f − dν

dµ dµ

=
∫
X (f dν

dµ)+ dµ−
∫
X (f dν

dµ)− dµ =
∫
X f dν

dµ dµ. �
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Prz. Dla zmiennej losowej ξ : Ω→ R NWSR:

1 ξ ma rozkªad ci¡gªy, tzn. istnieje g¦sto±¢ f dla µξ
2 µξ � λ, tzn. rozkªad µξ jest absolutnie ci¡gªy wzgl¦dem

miary Lebesgue'a

3 Dystrybuanta F zmiennej ξ jest ró»niczkowalna λ-prawie wsz¦dzie

oraz
∫
R F ′ dλ = 1.

Je±li te równowa»ne warunki zachodz¡, to

F ′(x) =
dµξ
dλ

(x) = f (x), λ-pw.

Ponadto, je±li h : R→ R funkcja borelowska (B(R)-B(R)-mierzalna)

taka, »e h(ξ) ma warto±¢ oczekiwan¡ (jest caªkowalna), to

E(h(ξ)) =

∫
R
h dµξ =

∫
R
h · f dλ

Def. Je±li f λ-caªkowalna na [a, b], to piszemy
b∫
a
f (x) dx :=

∫
[a,b]

f dλ.
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